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PROBLEME PROPUSE

Clasa a Vll-a

1. SI se demonstreze c[ dac[ a, b, c sunt numere reale pozitive, astfel inc6t

a +b+c = l, atunci 1*l*1 
=q.abc

2. Mullimea lungimilor laturilor gi diagonalelor unui trapez este T = {a,2a,
x, y). Precizafi toate tipurile de trapeze corespunzitoare mullimii T,
calculdndu-se x gi y in cazurile posibile.

Horea Banea, BraSov

3. Fie ABCD un paralelogram gi E punctul de intersec{ie al bisectoarelor
unghiurilor <DAB qi <ABC.

Sd se arate cI E e CD dac6 gi numai dacl AB = 2 . AD.

Clasa a Vlll-a

1. Sf, se arate cI dacl a1,a2,..,on ) 0 gi a, +a, +...+an = l, afunci:

.(r l r) ,
mlnl -+-+...+- l=n-.

[u, a2 a^ )
2. Fie VABC un tetraedru gi P un punct arbitrar al fe[ei ABC. Paralelele prin
P la muchiile VA, VB, VC intersecteazi celelalte fele in A', B'respectiv C'.

- PA' PB' PC'
Sd se arate ca. 

- 
+ 

- 
+ 

- 
= I .VA VB VC

3. Fie cubul ABCDA'B'C'D' de latur[ a. Pe diagonala AC' gi pe diagonala
DB' se iau punctele P qi respectiv Q astfel incdt AP : x gi DQ = y.

a) Determina[i PQ pentru * = 4C' $i y = Zpg', in funcfie de a.2'3
b) Calculali in func{ie de x gi y distanla PQ.

c) Determinali x gi y, pentru care PQ este miniml.
d) Gesili cel pu(in doui pozilii ale punctelor P Si Q, diferite de vdrfurile

cubului, pentru care PQ: a.

Acad. Nicolae Teodorescu
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. /m)
Se consider6 numerele reale x, Y, z $i " . [0,;J 

cu proprietatea ctr

ke Z astfel incdt x + y + z= (4k + l)t gi sinx+siny+sinz)3sina.

se arate ca: sinlsin IrinS -.or1.o.4"or1. I .2----2-'-2 2 2 2 2

a lX-a

SE se constnriasci o funcfie f: R + R cu propriet5lile:

l) (x) e Z,(Y)xe Z,
zirt(rll e z,(v)xe z.
56 se rezolve ln Z ecuafia: x2 + x + I = l9y gi s[ se determine solutiile

mai mici ln valoare absoluti.

in triunghiul asculitunghic ABC notiim cu D, E respectiv F, punctele de

ale cercului inscris cu laturile [BC], [CA], [AB]. Fie da,ds,d6

le paralele duse prin A, B, C la laturile [BC], [CA] 9i respectiv [AB].
FD n dn = {Ar},DEAd4 = {Ar},EDnd, = {B,},EFnds = {Bz},

Ads ={C,},FDndc ={Cz}. Dac6 perimetrul triunghiului ABC este

€ Ri, sI se calculeze in functie de k suma: A,A, + B,B, + C,C, .

a X-a

Fie a, b e Z, a* b 9i f e Z[X] astfel inc6t (l) : 1. SI se arate c6:

a) dacd a gi b au aceeagi paritate, atunci 9i numerele f(a) Si (b) au aceeagi

b) dacl f(a) Si (b) sunt pare, atunci a qi b sunt pare.

56 se rezolve in N* inecuafia: lgcl* 
= *I,rC) + lg(x + l) .

mului este egal cu produsul bimedianelor. (Un tetraedru se nume$te

facial dactr are felele de arii egale, iar bimedianele sunt segmentele care

Fie M e InttABCl unde ABC este un triunghi echilateral. NotEm cu M1,

M3 proiecliile punctului M pe laturile (BC), (CA), (AB). Sa se determine

geometric al centrului de greutate al triunghiului MrMzMr.

36 se arate c6 un tetraedru este echifacial dac6 gi numai daci triplul

mijloacele a doul muchii opuse ale unui tetraedru.)
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Clasa a Xl-a

1. Fie determinantul;

dn (z) =

z1 zn-l

Zn Zn-l

Zn Zn-l

zn-2

zn-2

zn-2

23 zz z+
23 z2+l z

z3+l 22 z

"*, ,'i-, ,i-, ... ; ;; ;
ze C, n:4ke N*. SIseaflemullimeaA= {ze C l(z- l)d,(z)=-2;.
2. Fie f : Rn -+ R* o funclie continu[, care are proprietdlile:

(l)0<f(x)<x,Vx>0;

e\ nm( | -f)=rro.' ' 
1;o[r(x) x)

Definirn girul (xn)n, prin relalia Xn+l = f(*n), V n 2 l, unde x, e Ri.
S[ se demonsrreze cd 

"lg3xnt6-= 
0, V p e N*, p 2 2.

Romeo llie, BraSov

3. S[ se determine funcfiile continue f ; R + R cu proprietatea:
f(2x)-f(x):x,Vxe R.

4. 56 se construiascl o func1ie f : R -+ R care sI fie discontinui in orice
punctx e R 9i fo f: ln.

Clasa a Xll-a

1. Fie f : R -+ R o func1ie bijectivd, derivabild, cu derivata continul 9i strict

pozitivd,care are proprietatea: r'1xy.J-r1tp, =f-'t.'r1r)dt, v x e R.

Se cere: a) si se calculeze (0);
b) s[ se determine funclia f.

Romeo llie, BraSov

2. S[ se determine funcliile f : [a, ae] -+ R, unde a ) 0, care sunt continue gi

verificr: 
[t',u'e*;dx < zJ'r1u*;!" d- -+.



DacI inelul (A, +, ') verificd proprietifile:

i) (*Y)3=*3Y',Vx,Y€A;
6x:0 =+ x = 0, (x e A),

i A este comutativ. Dali un exemplu de inel necomutativ ce verific[ a)'

cu0e RgiseconsiderlIcos0 sinO )
se =[sino 

-.ore.J

rl
G - { Ro, Ro, R,r, R3n, iSs,iSr,, iSn, iSrn I g Mlc).

Lz=T)
S[ se arate cI (G, ') este grup necomutativ.

Sd se determine ordinele elementelor lui G.

Si se determine toate subgrupurile de ordin 2 ale lui G.

soLUrll

,tezei.
8e analizeazd cazurile:

* AB = 2AD.

a) trapez cu 3 elemente de lungimi egale;

b) trapez cu cdte 2 perechi de elemente de lungimi egale.

l, Fie O mijlocul laturii AB. Curn m(<AEB) : 90o, avem EO = f AB ' Du'

30 ll AD (secanta AE formeaza cu dreptele Eo 9i AD unghiuri alteme

'krto*" congruente). Atunci au loc echivalenlele: E e CD <+ EO : AD e

,i

t

Avem (a . o . o(*. +.:) = (+. }). (i.;). [;.:)+ 3 etunci

-*.:29, deoarec" **1>2,v x > 0 qi a + b * c = l, conform

21



Clasa a Vlll-a

1. Conform inegalit6tii dintre media armonicd gi media aritmetici a n numere

reale strict pozitive, avem: I+:-T=a3*::J3.u. Din

t*t*"'* u,

at+ az+...+an =1, oblinem 
*.;}. 

.*= r'. Atunci:

-in[t * = r' 
J, 

a.our""e egalitatea se obline pentru ar = u, =... = un =1 .

2. Fie {A,} = BC n (VAP) . Avem A' e VA1 9i din Teorema fundamentall a

asemdntrrii deducem 
rt=-lA,-. Du. PA, - spsc 

. Rezulta I PA, 
=tvA AAr AAr Sesc u AA,

(relalia lui Gergonne). Atunci I# =,.

3. Fie AC' n DB' = {O} (O - centrul cubului). Avem AO = DO = 4 ut

cos(<AoD) : ]. c,* o, = 
l,. +l ei oe = l, +1, aplic,nd ,"1,",*

lui Pitagora generalizati in triunghiul OPQ, ob(inem:

pe2 = *, +y, -i* -*(x+y)+a2.

a)Pentru *=+ui r=* gasimpe=oO:*

%b) PQ = {*' *r' -i*v -::::(x+y)+a2 .

c) PQ=0(deciP=Q)pentru -=y: *
d) Se rezolv[ ecuafia in x: x2 * V' -1*V -{O+ y) = 0 pentru doul

valori distincte ale lui y aflate in intervalul (0,""4)

22



considera, de exemplu, func1ia f: R -r R, f(x) =**+,, pentru care

O(x)=x+l,Vxe R.

valorile lui r e {0, l, ..., 18} pentru care f(r)=r2+r+lse
cu lg.Astfel(7)= 19.3, (ll)= 19'7 pi 19nudivide f(r), Vre {0,

18) - {7, ll}. Apoi (r+ l9k) : f(r) + l9k(2r+ l9k+ 1),ke Z,re {0,

l8). Rezulti ctr mullimea soluliilor ecuatiei diofantice *2 + x + I = l9y
S = {(l9k + 7, l9k2 + l5k + 3) | k e Z} u {(l 9k + I 1,1 9k2 + 23k + 7) lke Z\ .

p5l{ = H{Fek 
+ zl, lret + I {} = z $i ml*lvl = p2{rlt' + I sk + 31,

+23k+rl) =, .

(4k + l)n, k e Z, oblinem: ,in'+l+'=l,coslE=0,

ll4=gssz Si COS'- 
.' - =Sinz.Rezult[:22

x v z x y z l,l5ip 4 si1 : - cos : cos * cos.l- = : (cos x + cos y + cos z - I - sin x -2 2 2 2 2 2 4-
13 1v-sinz)S---stna<-.24 2

Din congruentele: <AA1F = <BDF = <BFD = <AFA1 rezulti AAr :4p:
p - a. Analog, AA2 = p - a. Atunci ArAz = 2(p - a). Se obline:

,+B,82+C,C, =2p=k.

ak -bk

23

(u-r \
=("-o)[Iak-'-ibi.,|, deci

t

Are roc reratia: sin| sin { sin f - "o,}.o, **'Z= i[I(.," 
- .' -' -

1. a) Pentru k e Nlt


