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PROBLEME PROPUSE

Clasa a Vll-a

1. Sa se demonstreze ci daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, astfel incat
R
a+b+c=1,atunci —+—+—29.
avibitic
2. Multimea lungimilor laturilor §i diagonalelor unui trapez este T = {a, 2a,
X, y}. Precizati toate tipurile de trapeze corespunzitoare mulfimii T,
calculdndu-se x si y in cazurile posibile.
Horea Banea, Brasov

3. Fie ABCD un paralelogram si E punctul de intersectie al bisectoarelor
unghiurilor «DAB si «ABC.
Sa se arate ca E € CD daca si numai dacd AB=2 - AD.

Clasa a Vlll-a

1. Sase arate cd dacd a,a,,..,a, >0si a, +a,+...+a, =1, atunci:

. (1 1 1 ] :
mmn —+—+...+— [(=n".
a a, a,

2. Fie VABC un tetraedru si P un punct arbitrar al fetei ABC. Paralelele prin
P la muchiile VA, VB, VC intersecteaza celelalte fete in A", B' respectiv C'.
<0 PA! «PB . PC!
Sa se arate ca: —+—+——=1.
VA VB VC
3. Fie cubul ABCDA'B'C'D' de laturd a. Pe diagonala AC' si pe diagonala
DB' se iau punctele P si respectiv Q astfel incdt AP =x§i DQ =y.

a) Determinati PQ pentru x = ézg siy= —?’—DB' , In functie de a.

b) Calculati in functie de x si y distanta PQ.
¢) Determinati x si y, pentru care PQ este minima.
d) Gasiti cel putin doua pozitii ale punctelor P si Q, diferite de varfurile
cubului, pentru care PQ = a.
Acad. Nicolae Teodorescu

18




Clasa a IX-a

1. Si se construiascd o functie f: R — R cu proprietitile:

Dfix)e Z,(V)xe Z,

Q) f(fx)) € Z,(V)x e Z.
2. Sa se rezolve in Z ecuatia: x?+x+1=19ysi si se determine solutiile
cele mai mici in valoare absoluta.

; . s ;
3. Se considerd numerele reale X, y, z §i a € (O,E) cu proprietatea ci

(3) k € Z astfel incat x +y + z = (4k + 1)m si sinx+siny+sinz 23sina.
Y

y LSt oy T X A
S3 se arate c3: sin —sin =sin ——C0S—COS——-COS— < —.
2 QRND 2 2 D

4. In triunghiul ascutitunghic ABC notdm cu D, E respectiv F, punctele de
tangentd ale cercului inscris cu laturile [BC], [CA], [AB]. Fie d,,dg,dc

dreptele paralele duse prin A, B, C la laturile [BC], [CA] si respectiv [AB].
Notim FD N d, ={A,},DEnd, ={A,},EDNdp = {B,},EFNdg = {B,},
EF Nd¢ = {C,},FDNdc ={C,}. Daca perimetrul triunghiului ABC este

k e R?,sase calculeze in functie de k suma: AjA, +B,B, +C,C,.

Clasa a X-a

1. Fiea,be Z,a#bsife Z[X] astfel incat f(1) = 1. Sa se arate ca:

a) daci a si b au aceeasi paritate, atunci si numerele f(a) si f(b) au aceeasi
paritate;

b) daci f(a) si f(b) sunt pare, atunci a i b sunt pare.

X
2. Si se rezolve in N* inecuatia: 1gC5, < —2—2 lgCk +1g(x +1).
b T from

3. Fie M e Int[ABC] unde ABC este un triunghi echilateral. Notdm cu M;,
M,, M; proiectiile punctului M pe laturile (BC), (CA), (AB). Sé se determine
locul geometric al centrului de greutate al triunghiului M;M,M3.

4. Si se arate ci un tetraedru este echifacial dacd si numai dacd triplul
volumului este egal cu produsul bimedianelor. (Un tetraedru se numeste
echifacial daci are fetele de arii egale, iar bimedianele sunt segmentele care
unesc mijloacele a doud muchii opuse ale unui tetraedru.)

19



Clasa a XlI-a

1. Fie determinantul:

z z zZ 7 z z+1
gl | ghrd | p0nd 2 2241 z
diZ)=l"gh " gt R TSl zil,
RN ML i 0 e TSN, z? z

ze C,n=4k € N*. Si se afle multimea A = {ze C | (z- 1)dy(2) =-2}.

2. Fie f: Ry — R; o functie continud, care are proprietitile:
(1) 0<f(x)<x,Vx>0;
(2) lim skl ={>0.
=0l f(x) x
x>0

*

Definim girul (x, ), prin relatia x,,, =f(x,), Vn21,unde x, € R,.
Sé se demonstreze ca lim xnv— =0,Vpe N*p=>2.
n—>o0

Romeo llie, Brasov

3. S se determine functiile continue f : R — R cu proprietatea:
f(2x) - f(x)=x,Vx e R.

4. Si se construiascd o functie f : R — R care si fie discontinui in orice
punctx € Rsifof=1g.

Clasa a Xll-a

1. Fie f: R — R o functie bijectiva, derivabila, cu derivata continui si strict
-1

(x)
pozitivd, care are proprietatea: f'(x)- onf (t)dt =J'0 f(t)dt,Vxe R.

Se cere:  a) sa se calculeze f(0);
b) sé se determine functia f.
Romeo llie, Brasov

2. Si se determine functiile f: [a, ae] — R, unde a > 0, care sunt continue si
1 €

verifica: I f2(a-e*)dx < ZJ- f(ax)kl—xdx ——1-.
0 1 X 3
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‘Daca inelul (A, +, -) verifica proprietitile:
D (xy)’=xy’,Vxye A
b) 6x=0=x=0,(x € A),
ci A este comutativ. Dai un exemplu de inel necomutativ ce verifica a).

k
- Se dau matricele

~ (cos® -sinB) . cos® sinB y Wi
9= cu 8 € R si se considerd

sin@ cos0 sin® —cosO

: .mea G={Ro,Rn,Rn,R3n,iSO,iSn,iSu,iS3"};MZ(C).
-h ol o g

1. Sise arate ci (G, -) este grup necomutativ.
2. Si se determine ordinele elementelor lui G.
- 3. Si se determine toate subgrupurile de ordin 2 ale lui G.

SOLUTII
sa a Vll-a
Avem (a+b+c)(l+l+l)=(3+E)+(E+E)+(E+3]+3. Atunci
a5 "bac bijla ct'b a” ¢

rl"+'1—+'1‘29, deoarece x+~1—22, ¥V x>0sia+b+c=1, conform

Mlbc X

ipotezei.

2. Se analizeaza cazurile:
~ a) trapez cu 3 elemente de lungimi egale;
b) trapez cu céte 2 perechi de elemente de lungimi egale.

3. Fie O mijlocul laturii AB. Cum m(xAEB) = 90°, avem EO = —;—AB . Dar

EO || AD (secanta AE formeazd cu dreptele EO si AD unghiuri alterne
interne congruente). Atunci au loc echivalentele: E € CD < EO = AD &

> AB =2AD.
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Clasa a Vlll-a

1. Conform inegalitatii dintre media armonici si media aritmetici a n numere

5 A n a;tay+..+a .
reale strict pozitive, avem: B s L2 L . Din
—t :
a a; a,

f 1 1 1 g
a,+a,+..+a, =1, obtinem —+—+..+—>n’. Atunci:
4 a a,

n
: 1 ; ;
mm{ E —=n? |, deoarece egalitatea se obtine pentru a; =a, =...=a, =—.
EET - n
i=1

2. Fie {A;} =BCN(VAP). Avem A' € VA, si din Teorema fundamentali a

asemandrii deducem BBy . Dar B Seag . Rezulta Z—P—A—'=l
AA, AA;  Sppc AA,

(relatia lui Gergonne). Atunci Z% =1

a3

3. Fie AC' n DB' = {O} (O - centrul cubului). Avem AO =DO =T si

af

cos(«AOD) = % Cum OP=|x———si OQ= y—# , aplicand teorema

lui Pitagora generalizata in triunghiul OPQ, obtinem:

2 2a«/§
3

PQ? =x2+y2—-§-xy-

a3 2a43 WE)

a) Pentru x = 3 sly= . gisim PQ = OQ———

2a\/§
3

(x+y)+a2.

(x+y)+a2

\/_

b) PQ=‘/x2+y2—§xy—

¢) PQ=0(deciP=Q) pentrux=y =

(x+y)=0 pentru doua

2a\/-3-
3

d) Se rezolva ecuatia in x: x? +y? -%xy—

valori distincte ale lui y aflate 1n intervalul (O, a\/g )

22




QM a IX-a

1, Putem considera, de exemplu, functia f: R - R, f(x)=x +-;— , pentru care

(fef)(x)=x+1,Vxe R

2. Determindm valorile lui r € {0, 1, ..., 18} pentru care f(r)=r*+r+1se
divide cu 19. Astfel f(7) =19 -3, f(11) =19 - 7 5i 19 nu divide f(r), Vr € {0,
1, . 18} — {7, 11}. Apoi f(r + 19k) = f(r) + 19k(2r + 19k + 1), k € Z, r € {0,
1, ..., 18}. Rezultd cd multimea solutiilor ecuatiei diofantice x2+x+1=19y
pte: S={(19k + 7,19k +15k +3) | ke Z} U{(19k +11,19k* + 23k +7) | ke Z} .
Avem min|x|=min{l9k + 7,19k +11}} =75i minly|= min{|19k2 +15k +3,

x—sol keZ y-sol keZ

(=]

|l9k2 +23k+7)p=3.

3. Are loc relatia: sini sin!-sin—z- —cosicoslcos—z— =l Z sinx—tZ:—z——-
200020 2 G SRR A 2

e Xk vtz X+y+z : 25
Beos XY )—sm ;' —Ccos y :|.D1n condifia x +y + z =

! ! +
» (4 + Dm, k € Z, obtinem: smx+§ . =], cosx+y+Z =0,
sin—)—(—-f%=cosz si cosXFY"Z _sinz . Rezulta:

B .y . z X y 7 il :
§in — sin =sin — — cos — cos=cos— =—(cosX +cos y +cosz—1—sin x —
22 2 NIOL I R0 SiE)

—siny-—sinz)sl——zsina<—l-.
2 4 D

4. Din congruentele: «AAF = «BDF = «BFD = «AFA, rezultd AA, = AF =
= p — a. Analog, AA, = p —a. Atunci A A; = 2(p — a). Se obtine:
A]Az r B]Bz + C1C2 = 2p = k o

Clasa a X-a

; k=1
1. a) Pentru k € N¥* avem: ak—bk=(a—b)[2ak“l'ib‘], deci
i=0
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